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SUR L’INE´GALITE´ DE LEWY-STAMPACCHIA
POUR LE PROBLE`ME BILATE´RAL
ET POUR LE PROBLE`ME QUADRATIQUE
ABDELHAFID MOKRANE - FRANC¸OIS MURAT
In this paper, we present two results that we recently proved in [18] and
[19]: on the first hand, the Lewy-Stampacchia’s inequality for the bilateral
obstacle problem with a fairly general Leray-Lions operator; on the second
hand, again the Lewy-Stampacchia’s inequality but now for the unilateral
obstacle problem with a quasilinear operator perturbed by a non linearity with
quadratic growth in the gradient.
Introduction.
Dans cet article, nous pre´sentons deux re´sultats que nous avons de´montre´s
re´cemment : d’une part l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia pour le proble`me
bilate´ral relatif a` un ope´rateur de Leray-Lions du deuxie`me ordre assez ge´ne´ral,
et d’autre part cette meˆme ine´galite´ de Lewy-Stampacchia pour le proble`me
unilate´ral avec un ope´rateur quasiline´aire perturbe´ par une non line´arite´ a`
croissance quadratique par rapport au gradient.
L’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia a d’abord e´te´ de´montre´e dans [15] pour
le proble`me de Laplace avec obstacle. Elle a ensuite e´te´ ge´ne´ralise´e a` de
nombreux cas de proble`mes du deuxie`me ordre avec obstacle, car c’est un outil
puissant pour de´montrer des re´sultats d’existence et de re´gularite´. Il serait vain
d’essayer de donner une bibliographie de l’ensemble de ces travaux. Nous nous
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bornerons seulement a` citer le livre [20], et parmi les travaux re´cents, l’article [3]
qui utilise la pe´nalisation homographique pour de´montrer l’ine´galite´ de Lewy-
Stampacchia et l’article [13].
Dans les dernie`res anne´es, nous avons entrepris l’e´tude de l’ine´galite´ de
Lewy-Stampacchia par une nouvelle de´monstration base´e sur la pe´nalisation
naturelle. Nous en avons d’abord donne´ dans [16] une nouvelle de´monstration
dans le cas du proble`me unilate´ral (cet article pre´sente, avant la de´monstration
du cas ge´ne´ral, un expose´ tre´s simple de notre de´monstration dans un cas
mode`le). Nous avons ensuite conside´re´ dans [18] le cas du proble`me bilate´ral
avec un ope´rateur de Leray-Lions assez ge´ne´ral, et dans [19] le cas du proble`me
quasiline´aire ou` l’ope´rateur comporte un terme avec croissance quadratique
par rapport au gradient, deux extensions qui pre´sentent chacune des difficulte´s
notables. Ce sont ces re´sultats que nous pre´sentons dans le pre´sent article.
1. L’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia pour le proble`me bilate´ral.
1.1. Position du proble`me et hypothe`ses.
Dans ce paragraphe, nous pre´sentons les re´sultats de notre article [18].
Nous conside´rons l’ine´quation variationnelle avec deux obstacles pour un
ope´rateur de Leray-Lions
(1)
⎧⎪⎨
⎪⎩
u ∈ K (ψ1, ψ2),∫

a(x , u, Du)(Dv − Du) dx +
∫

a0(x , u)(v − u) dx ≥ 〈 f, v − u〉,
∀v ∈ K (ψ1, ψ2),
et nous de´montrons que toute solution de (1) ve´rifie l’ine´galite´ de Lewy-
Stampacchia
(2)
⎧⎨
⎩
−(−div(a(x , ψ2, Dψ2))+ a0(x , ψ2) − f (x ))− ≤
≤ −div(a(x , u, Du))+ a0(x , u)− f (x ) ≤
≤ (−div(a(x , ψ1, Dψ1)) + a0(x , ψ1) − f (x ))+,
sous des hypothe`ses sur les donne´es, p, a, a0, f, ψ1 et ψ2 que nous pre´cisons
maintenant.
On suppose que  est un ouvert borne´ de RN de frontie`re ∂ non
ne´cessairement re´gulie`re, et que p et p′ sont tels que
(3) 1 < p , p′ < +∞, 1
p
+ 1
p′
= 1.
SUR L’INE´GALITE´ DE LEWY-STAMPACCHIA. . . 301
On suppose que les obstacles sont des fonctions mesurables ψ1, ψ2 :  →
R et que le convexe K (ψ1, ψ2) de´fini par
(4) K (ψ1, ψ2) = {v ∈W 1,p0 () : ψ1 ≤ v ≤ ψ2 p.p. dans }
est non vide, i.e. que
(5) ∃v ∈W 1,p0 (), ψ1 ≤ v ≤ ψ2, p.p. x ∈ ,
et que le second membre ve´rifie
(6) f ∈ W−1,p′().
On suppose que la fonction a :  × R× RN −→ RN est une fonction de
Carathe´odory qui est strictement monotone en ξ , i.e. qui ve´rifie pour presque
tout x ∈ , pour tout s ∈R, pour tout ξ ∈RN et pour tout η ∈RN avec ξ = η
(7)
{
x → a(x , s, ξ ) est mesurable, (s, ξ ) → a(x , s, ξ ) est continue,
(a(x , s, ξ )− a(x , s, η))(ξ − η) > 0.
On suppose de plus qu’il existe α > 0, β ≥ 0, γ > 0, h ∈ L1() et l ∈ L p()
tels que, pour presque tout x ∈ , pour tout s ∈R et pour tout ξ ∈RN , on a
(8)
{
a(x , s, ξ )ξ ≥ α|ξ |p − β|s|p−1 − |h(x )|,
|a(x , s, ξ )| ≤ γ (|l(x )| + |s| + |ξ |)p−1.
On suppose en outre que pour tout m > 0 il existe αm > 0, γm > 0, δm ≥
0, hm ∈ L p() et lm ∈ L p(), tels que pour presque tout x ∈, pour tout s ∈R
et pour tout t ∈ R tels que |s| ≤ m et |t | ≤ m, et pour tout ξ ∈ RN et tout
η ∈RN , on a l’une ou l’autre des deux hypothe`ses suivantes :
ou bien
(9) |a(x , s, ξ )− a(x , t, ξ )| ≤ γm |s − t |(|lm(x )| + |ξ |)p−1,
ou bien
(10)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(a(x , s, ξ )− a(x , s, η))(ξ − η) ≥
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
αm |ξ − η|p si p ≥ 2,
αm
|ξ − η|2
(|hm(x )| + |ξ | + |η|)2−p
si 1 < p ≤ 2,
|a(x , s, ξ )− a(x , t, ξ )| ≤
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
γm|s − t |
1
p′ +δm (|lm (x )| + |ξ |)p−1
si p ≥ 2,
γm|s − t | 12+δm (|lm (x )| + |ξ |)p−1
si 1 < p ≤ 2.
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On suppose que la fonction a0 :  × R → R est une fonction de
Carathe´odory qui est croissante au sens large en s , i.e. qui ve´rifie pour presque
tout x ∈ , pour tout s ∈R et pour tout t ∈R
(11)
{
x → a0(x , s) est mesurable, s → a0(x , s) est continue,
(a0(x , s)− a0(x , t))(s − t) ≥ 0.
On suppose de plus qu’il existe β0 > 0 et k0 ∈ L p() tels que pour presque tout
x ∈  et pour tout s ∈R, on a
(12) |a0(x , s)| ≤ β0(|k0(x )| + |s|)p−1.
On de´finit l’ope´rateur B : W 1,p() → W−1,p′() par
(13) ∀v ∈W 1,p(), B(v) = − div(a(x , v, Dv))+ a0(x , v)− f (x ),
et le dual d’ordre V p′ de W
1,p
0 () comme l’ensemble des e´le´ments g de
W−1,p′() qui appartiennent aussi a` l’ensemble des mesures de RadonM() et
qui sont tels que g+ et g− appartiennent a` W−1,p′().
Enfin on fait sur les donne´es l’une et/ou l’autre des hypothe`ses suivantes :
(14) ψ1 ∈ W 1,p(), B(ψ1)∈ V p′,
et/ou
(15) ψ2 ∈ W 1,p(), B(ψ2)∈ V p′.
Remarque 1.1. L’exemple mode`le pour les fonctions a et a0 est donne´ par
a(x , s, ξ ) = aˆ(x )|ξ |p−2ξ, a0(x , s) = aˆ0(x )|s|p−2s,
ou` aˆ ∈ L∞() et aˆ0 ∈ L∞(), avec 0 < αˆ ≤ aˆ(x ) ≤ βˆ < +∞, 0 <
αˆ0 ≤ aˆ0(x ) ≤ βˆ0 < +∞ (noter que aˆ0 peut eˆtre nul). Pour cet exemple, les
hypothe`ses (7), (8), (9), (10), (11), (12) sont satisfaites.
Remarque 1.2. Avec la notation (13), l’ine´quation variationnelle (1) et l’inega-
lite´ de Lewy-Stampacchia (2) s’e´crivent respectivement{
u ∈ K (ψ1, ψ2),
〈B(u), v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ K (ψ1, ψ2),
et
−(B(ψ2))− ≤ B(u) ≤ (B(ψ1))+,
ou` 〈, 〉 est le crochet de dualite´ entre W−1,p′() et W 1,p0 ().
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1.2. Re´sultats et commentaires.
Le re´sultat d’existence suivant est classique (voir par exemple [14]).
Proposition 1.1. On suppose que l’on a (3), (5), (6), (7), (8), (11), (12). Alors
il existe au moins une solution de (1).
Le re´sultat d’unicite´ suivant est une variante de re´sultats connus (voir par
exemple [1], [4], [8], [9]).
Proposition 1.2. On se place sous les hypothe`ses de la Proposition 1.1 et on
suppose de plus, d’une part que a0(x , s) est strictement croissante en s, et
d’autre part que ou bien l’hypothe`se (9) est satisfaite, ou bien l’hypothe`se (10)
est satisfaite avec δm = 0. Alors la solution de (1) est unique.
Notre re´sultat principal est le suivant.
The´ore`me 1.3. On se place sous les hypothe`ses de la Proposition 1.1 et on
suppose de plus que ou bien l’hypothe`se (9) est satisfaite, ou bien l’hypothe`se
(10) est satisfaite avec δm > 0. Alors, si l’hypothe`se (14) sur ψ1 et B(ψ1) est
satisfaite, pour toute solution u de (1), la distribution B(u) de´finie par (13)
ve´rifie
(16) B(u)∈ V p′, (B(u))+ ≤ (B(ψ1))+.
De meˆme, si l’hypothe`se (15) sur ψ2 et B(ψ2) est satisfaite, pour toute solution
u de (1), la distribution B(u) ve´rifie
(17) B(u)∈ V p′, −(B(ψ2))− ≤ −(B(u))−.
Finalement, si a` la fois les hypothe`ses (14) et (15) sont satisfaites, pour toute
solution u de (1), la distribution B(u) ve´rifie
(18) B(u)∈ V p′, −(B(ψ2))− ≤ B(u) ≤ (B(ψ1))+,
i.e. l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia (2).
Le re´sultat d’existence de la Proposition 1.1 est classique ; nous le
de´montrons dans [18] en utilisant la pe´nalisation naturelle
−1
ε
(u − ψ1)− + 1
ε
(u − ψ2)+,
car cette pe´nalisation est a` la base de notre de´monstration de l’ine´galite´ de
Lewy-Stampacchia (voir aussi paragraphe 1.3 ci-dessous).
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De meˆme le re´sultat d’unicite´ de la Proposition 1.2 est une variante de
re´sultats ante´rieurs, la seule nouveaute´ e´tant ici le fait que les hypothe`se de
lipschitzianite´ (9) ou de forte monotonie et d’ho¨lderianite´ (10) sont impose´es
seulement localement (i.e. pour |s| ≤ m et |t | ≤ m). La pre´sence d’un terme
d’ordre ze´ro strictement croissant a0(x , u) est cruciale pour obtenir ce re´sultat
d’unicite´.
En revanche le re´sultat du The´ore`me 1.3 est original. Son originalite´ tient
aux trois faits suivants. D’une part, nous traitons le cas du convexe bilate´ral,
et ceci sous des hypothe`ses de re´gularite´ assez faibles sur les fonctions a et
a0 et sur les obstacles ψ1 et ψ2. Ces hypothe`ses n’entraiˆnent pas l’unicite´ de
la solution de l’ine´quation (1) (ni de la solution de l’e´quation correspondante)
(voir [4], [8], [9]), mais nous de´montrons ne´anmoins l’ine´galite´ de Lewy-
Stampacchia pour toute solution de (1), et non seulement pour une seule
solution de (1) comme nous l’avions fait dans [16] pour le proble`me unilate´ral.
D’autre part nous employons une me´thode de de´monstration originale, base´e
sur la pe´nalisation naturelle. Les re´sultats obtenus dans [18] peuvent d’ailleurs
eˆtre conside´re´s comme la suite de ceux obtenus dans nos articles [16] et
[17] qui traitraient du cas unilate´ral. Enfin cette me´thode nous permet de
de´montrer inde´pendamment les deux parties (16) et (17) de l’ine´galite´ de Lewy-
Stampacchia : nous montrons par exemple que si ψ1 et B(ψ1) ve´rifient (14),
alors on a (16), meˆme si l’on ne fait aucune autre hypothe`se que (5) sur ψ2 et
B(ψ2).
1.3. Ide´e de la de´monstration du The´ore`me 1.3.
La de´monstration du The´ore`me 1.3 que nous donnons dans [18] est assez
de´licate et technique mais repose sur quelques ide´es simples.
La premie`re ide´e est de modifier l’ine´quation variationnelle (1) de manie`re
a` conside´rer, pour une solution donne´e u de (1), un proble`me voisin pour lequel
on a unicite´. De facon pre´cise, pour u donne´ on conside`re le proble`me modifie´
suivant : trouver u solution de
(19)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩
u ∈ K (ψ1, ψ2),∫

a(x , u, Du)(Dv − Du) dx +
∫

a0(x , u)(v − u) dx
+
∫

( j (x , u)− j (x , u))(v − u) dx ≥ 〈 f, v − u〉,
∀v ∈ K (ψ1, ψ2),
ou` j (x , s) ve´rifie les hypothe`ses (11) et (12) et est strictement croissante en
s , par exemple j (x , s) = |s|p−2s. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.3, les
Propositions 1.1 et 1.2 impliquent imme´diatement que le proble`me (19) a une
solution unique u . Cette solution est donc ne´cessairement u = u.
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La deuxie`me ide´e est alors d’approcher le proble`me (19) par la pe´nalisation
naturelle, i.e. de chercher une solution uε de
(20)
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
uε ∈W 1,p0 (), (uε − ψ1)− ∈ L2(), (uε − ψ2)+ ∈ L2(),
−div(a(x , uε, Duε)) + a0(x , uε)+ j (x , uε) − 1
ε
(uε − ψ1)− +
1
ε
(uε − ψ2)+ = f + j (x , u) dans D′(),
qui a une solution d’apre`s des re´sultats classiques (voir par exemple [14] quand
p ≥ 2, et [16] quand 1 < p ≤ 2).
Il est facile de montrer qu’apre`s extraction d’une sous suite (encore note´e
uε ) on a
uε ⇀ u
 dans W 1,p0 () faible,
ou` u est une solution de (19) ; donc u = u.
D’autre part, en utilisant l’ope´rateur B de´fini par (13), l’e´quation (20) se
re´e´crit sous la forme
B(uε)+ j (x , uε)− j (x , u) = με = μ1ε − μ2ε,
avec
μ1ε =
1
ε
(uε − ψ1)−, μ2ε =
1
ε
(uε − ψ2)+,
et on de´montre de fac¸on classique que
με ⇀ μ dans W
−1,p′() faible,
ou` μ ve´rifie
B(u) = μ.
La troisie`me ide´e est la suivante. Pour de´montrer la premie`re partie (16) de
l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia, on introduit la fonction zε de´finie par
zε = (B(ψ1))+ − 1
ε
(uε − ψ1)−.
En utilisant (zε )−, ou plus exactement la troncature Tk(zε )− , comme fonction
test dans (20) (voir ci-dessous pour l’utilisation correcte de cette fonction test),
nous de´montrons que sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.3, on a
(21) z−ε → 0 fortement dans L1().
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On de´duit des de´finitions de zε et de μ1ε que
0 ≤ μ1ε = (B(ψ1))+ − zε = (B(ψ1))+ − z+ε + z−ε ≤ (B(ψ1))+ + z−ε ,
qui avec (21) implique que
0 ≤ μ1 ≤ (B(ψ1))+,
si on a extrait une sous suite (encore note´e μ1ε ) telle que
μ1ε ⇀ μ
1 dans M() faible*.
Comme μ = μ1 − μ2, avec μ2 ≥ 0, et comme μ = B(u), on en de´duit que
(22) (B(u))+ ≤ μ1 ≤ (B(ψ1))+,
c’est a` dire la premie`re partie (16) de l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia.
En fait on ne peut pas effectuer de fac¸on correcte la de´monstration de´crite ci
dessus sous les seules hypothe`ses du The´ore`me 1.3. En particulier, pour pouvoir
utiliser Tk(zε )− comme fonction test dans (20), on est conduit a` supposer
que (B(ψ1))+ ∈ W 1,p0 () ; plus exactement on suppose que (comparer avec
l’hypothe`se (14))
(23)
{
ψ1 ∈W 1,p() ∩ L∞() (et pas seulement a` W 1,p()),
(B(ψ1))
+ ∈W 1,p0 () ∩ L∞() (et pas seulement a` W−1,p
′
()).
La de´monstration esquisse´e ci-dessus devient alors correcte.
Quand l’hypothe`se (23) n’est pas ve´rifie´e, on proce`de par approximation,
en conside´rant des fonctions ψn1 , ψ
n
2 et f
n telles que (23) soit satisfaite. Pour
cette approximation on obtient l’analogue de (22), i.e.
(24) (Bn(un))+ ≤ (Bn(ψn1 ))+,
ou` l’ope´rateur Bn est de´fini par
Bn(v) = −div(a(x , v, Dv))+ a0(x , v)− fn .
En passant a` la limite en n dans (24) on obtient
(B(u))+ ≤ (B(ψ1))+,
i.e. (16).
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Pour de´montrer la deuxie`me partie (17) de l’ine´galite´ de Lewy-Stampac-
chia, on fabrique une autre approximation, pour lequelle l’analogue de (23) est
satisfaite, i.e. (comparer avec l’hypothe`se (15))
(25)
{
ψn2 ∈W 1,p() ∩ L∞() (et pas seulement a` W 1,p()),
(Bn(ψ
n
2 ))
− ∈W 1,p0 () ∩ L∞() (et pas seulement a` W−1,p
′
()).
Une de´monstration analogue a` celle de´crite ci-dessus pour ψ1 (ou plus
exactement pour ψn1 ) donne alors
−(Bn(ψn2 ))− ≤ −(Bn(un))−,
ine´galite´ a` partir de laquelle on obtient (17) en passant a` la limite en n.
On a ainsi de´montre´ inde´pendamment (16) (quand (14) est satisfaite) et
(17) (quand (15) est satisfaite), pour toute solution donne´e u de l’ine´quation (1).
Quand a` la fois (14) et (15) sont satisfaites, on a donc de´montre´ a` la fois (16) et
(17), c’est a` dire (18), qui n’est autre que l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia (2).
2. L’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia pour le proble`me quasiline´aire avec
une non line´arite´ a` croissance quadratique par rapport au gradient.
2.1. Position du proble`me et hypothe`ses.
Dans ce paragraphe, nous pre´sentons les re´sultats de notre article [19].
Nous conside´rons l’ine´quation variationnelle avec obstacle unilate´ral pour le
proble`me quasiline´aire avec un terme non line´aire a` croissance quadratique par
rapport au gradient
(26)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩
u ∈ K (ψ)∩ L∞(),∫

A(x )Du(Dv − Du) dx + λ
∫

u(v − u) dx ≥
≥
∫

H (x , u, Du)(v − u) dx +
∫

f (v − u) dx ,
∀v ∈ K (ψ)∩ L∞(),
pour laquelle nous de´montrons l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia
(27) 0 ≤ −div(A(x )Du) + λu − H (x , u, Du)− f (x ) ≤
≤ (−div(A(x )Dψ) + λψ − H (x , ψ, Dψ)− f (x ))+,
sous les hypothe`ses suivantes.
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Le convexe K (ψ) est maintenant de´fini par
(28) K (ψ) = {v ∈ H 10 () : v ≥ ψ p.p. dans },
ou`  est un ouvert borne´ de RN non ne´cessairement re´gulier. On suppose
maintenant que l’obstacle ψ ve´rifie
(29) ψ ∈ H 1(), ψ+ ∈ H 10 () ∩ L∞().
Cette dernie`re hypothe`se implique que K (ψ) ∩ L∞() est non vide, car il
contient ψ+ .
On suppose que la matrice A est borne´e coercive, i.e. que
(30) A∈ (L∞())N×N , A(x ) ≥ α I p.p. x ∈ ,
avec α > 0, et que le second membre f et le coefficient λ sont tels que
f ∈ L∞(),(31)
λ∈R, λ > 0.(32)
On suppose aussi que H : ×R×RN −→ R est une fonction de Carathe´odory
qui ve´rifie pour presque tout x ∈ , pour tout s ∈R et pour tout ξ ∈RN
(33) |H (x , s, ξ )| ≤ C0 + C1 |ξ |2,
(34) |H (x , s, ξ )− H (x , ψ(x ), Dψ(x ))| ≤
≤ C2 |s − ψ(x )| + C3 |ξ − Dψ(x )|2 + C4|ξ − Dψ(x )|,
ou` C0,C1,C2,C3 et C4 sont des constantes positives.
On de´finit maintenant l’ope´rateur B : H 1() → H−1() + L1() par
(35) B(v) = −div(A(x )Dv) + λv − H (x , v, Dv)− f, ∀v ∈ H 1().
Avec cette notation, l’ine´quation (26) et l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia (27)
s’e´crivent respectivement{
u ∈ K (ψ)∩ L∞(),
〈B(u), v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ K (ψ)∩ L∞(),
et
0 ≤ B(u) ≤ (B(ψ))+,
ou` 〈 , 〉 de´signe maintenant le crochet de dualite´ entre H−1() + L1() et
H 10 () ∩ L∞().
Outre les hypothe`ses pre´ce´dentes, on suppose que
(36) B(ψ)∈M(), avec B(ψ)+ ∈ L∞(),
i.e. que B(ψ) est une mesure de Radon dont la partie positive appartient a`
L∞(). Comme B(ψ) appartient a` H−1() + L1() (puisque ψ appartient
a` H 1()), l’hypothe`se (36) implique que B(ψ)− appartient a` H−1()+ L1().
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Remarque 2.1. Les hypothe`ses ci-dessus sont toutes ve´rifie´es dans le cas
mode`le ou`
H (x , s, ξ ) = h(x , s)|ξ |2,
quand h(x , s) est une fonction de Carathe´odory qui est borne´e et qui est
Lipschitzienne en s (on supposera en outre que h(x , s) est croissante en s si
on veut que l’hypothe`se (42) ci-dessous ait lieu, ce qui entrainera l’unicite´), et
ou`
ψ ∈W 1,∞() avec − div(A(x )Dψ)∈M()
et (−div(A(x )Dψ))+ ∈ L∞().
2.2. Re´sultats et commentaires,
Sous les hypothe`ses ci-dessus, nous de´montrons que l’ine´galite´ de Lewy-
Stampacchia a lieu pour au moins une solution du proble`me (26).
The´ore`me 2.1. On suppose que l’on a (29), (30), (31), (32), (33), (34), (36).
Alors pour au moins une solution u du proble`me (26), la distribution B(u)
de´finie par (35) ve´rifie
(37) 0 ≤ B(u) ≤ (B(ψ))+,
i.e. l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia (27).
Dans le proble`me (26), l’ope´rateur est en un sens bien plus ge´ne´ral que
celui conside´re´ dans [16], [17] et [18], puisqu’il comporte maintenant un terme
H d’ordre infe´rieur a` croissance naturelle (ici quadratique) par rapport au
gradient. Mais par rapport a` ces travaux, nous ne re´ussissons maintenant a`
de´montrer l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia que sous des hypothe`ses bien plus
restrictives sur (B(ψ))+ , qui est suppose´ appartenir a` L∞(), alors dans [16],
[17] et [18] ou` H = 0, nous de´montrons l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia sous
la seule hypothe`se (B(ψ))+ ∈ H−1(), qui est l’hypothe`se naturelle.
Parmi les hypothe`ses du The´ore`me 2.1, l’hypothe`se (34) et la deuxie`me
partie de l’hpothe`se (36) ne semblent pas tout a` fait naturelles. Cependant, d’une
part, l’hypothe`se (34) est ve´rifie´e lorsque H (x , s, ξ ) est a` croissance quadratique
en ξ et localement lipschitzienne en s et ξ , i.e. lorsque l’on a pour presque tout
x ∈ , pour tout s ∈R, pour tout t ∈R, pour tout ξ ∈RN et pour tout η ∈RN
(38)
{ |H (x , s, ξ )− H (x , s, η)| ≤ C(1 + |ξ | + |η|)|ξ − η|,
|H (x , s, ξ )− H (x , t, ξ )| ≤ C(1 + |ξ |2)|s − t |,
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et
(39) ψ ∈W 1,∞().
D’autre part, la deuxie`me partie de l’hypothe`se (36) semble forte, et il
serait plus naturel de supposer seulement B(ψ)+ ∈ H−1()+L1(). Cependant
l’hypothe`se (36) nous permet de de´montrer l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia
(27), i.e.
(40) −div(A(x )Du) + λu − H (x , u, Du)− f = μ,
ou` μ ve´rifie
(41) 0 ≤ μ ≤ (B(ψ))+.
Si l’on conside`re (40) comme une e´quation en u pour un second membre μ
donne´, une hypothe`se classique permettant d’obtenir l’existence d’une solution
de (40) consiste a` supposer que μ appartient a` L∞(), ou a` L N2 +δ() avec
δ > 0, voire a` L
N
2 () ou L
N
2 ,∞()(voir par exemple [5], [6], [7], [10], [11],
[12]). Il est donc assez naturel de supposer que (B(ψ))+ appartient a` L∞(),
puisque par (41) cela implique que μ appartient a` L∞().
Enfin, nous ne de´montrons l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia que pour une
seule solution de (26), et non pour toute solution de l’ine´quation avec obstacle
comme dans [17] et [18]. Notons cependant que la solution de (26) est unique
(voir [2], subsection 3.3.3) lorsque H (x , s, ξ ) est C1 en s et ξ et satisfait la
premie`re partie de l’hypothe`se (38) ainsi que la condition de structure
(42) λ − ∂H
∂s
(x , s, ξ ) ≥ λ0 > 0,
pour presque tout x ∈ , pour tout s ∈R et pour tout ξ ∈RN .
2.3. Ide´e de la de´monstration du The´ore`me 2.1.
Pour de´montrer le The´ore`me 2.1, nous suivons la de´marche que nous avons
utilise´e dans [16], [17] et [18], de´marche qui a e´te´ rappele´e dans le paragraphe
1.3 ci-dessus.
Nous conside´rons le proble`me pe´nalise´
(43)
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
uε ∈ H 10 () ∩ L∞(),
−div(A(x )Duε )+ λuε − 1
ε
(uε − ψ)− = H (x , uε, Duε)+ f
dansD′(),
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qui a au moins une solution pour ε > 0 fixe´ (voir [5* et [6]).
Nous de´montrons d’abord que toute solution de (43) ve´rifie
‖uε‖L∞() ≤ sup
(
C0 + ‖ f ‖L∞()
λ
, ‖ψ+‖L∞()
)
.
Cette ine´galite´ s’obtient facilement par le principe du maximum fort (en con-
side´rant un point ou` uε(x ) atteint son maximum) si tout est re´gulier dans (43)
; sinon on emploie une de´monstration analogue a` celle de [5] et [6], base´e sur
l’utilisation d’une fonction test non line´aire.
En utilisant ensuite comme fonction test dans (43) la fonction ϕ(uε − v),
ou` v est donne´ dans K (ψ) ∩ L∞() et ou` ϕ est donne´ par exemple par
ϕ(s) = s exp(Ms2) avec M convenable (on peut prendre ici M = C21/4α2),
nous de´montrons comme dans [5] et [6] que
‖uε‖H 10 () ≤ C,
ou` C est une constante independante de ε .
Le raisonnement de´ja employe´ dans [5] et [6] permet alors de de´montrer
que pour une sous suite (encore note´e uε ) on a
(44) uε → u dans H 10 () fort,
ou` u est une solution de l’ine´quation (26).
Pour obtenir ces re´sultats nous n’avons jusqu’a` pre´sent utilise´ que les
hypothe`ses (29), (30), (31), (32) et (33). Si maintenant nous faisons toutes les
hypothe`ses du The´ore`me 2.1, i.e. si nous faisons en outre les hypothe`ses (34) et
(36), nous de´montrons que pour ε assez petit
‖1
ε
(uε − ψ)−‖L∞() ≤ 2‖(B(ψ))+‖L∞().
Lorsque tout est re´gulier dans (43), ce re´sultat s’obtient facilement par le
principe du maximum fort en conside´rant un point ou` (uε − ψ)(x ) atteint
son maximum : on e´crit (43) comme une e´quation sur (uε − ψ), et on utilise
les l’hypothe`ses (34) et (36). Dans le cas ou` on ne fait aucune hypothe`se de
re´gularite´, on utilise comme pre´ce´demment (et comme dans [5] et [6]) une
fonction test non line´aire.
Enfin nous de´finissons
(45) zε = (B(ψ))+ − 1
ε
(uε − ψ)−.
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En utilisant dans (43) la fonction test −z−ε (voir ci-dessous pour l’utilisation
correcte de cette fonction test), nous de´montrons que
(46) z−ε → 0 dans L2() fort.
Cette de´monstration est voisine de celle utilise´e dans [16], [17] et [18] pour
de´montrer des re´sultats analogues.
Il est alors facile d’obtenir l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia. En effet,
d’apre`s la de´finition (45) de zε , on a
(47) 0 ≤ 1
ε
(uε − ψ)− = (B(ψ))+ − zε ≤ (B(ψ))+ + z−ε .
Mais si on de´finit με par
με = 1
ε
(uε − ψ)−,
l’e´quation pe´nalise´e (43) s’e´crit
(48) με = B(uε),
et (44) implique que
(49) B(uε) → B(u) dans H−1() + L1() fort.
De (46), (47), (48) et (49) on de´duit imme´diatement que
0 ≤ B(u) ≤ (B(ψ))+,
c’est a` dire l’ine´galite´ de Lewy-Stampacchia (27), comme de´sire´.
En fait pour de´montrer (46), on ne peut utiliser −z−ε comme fonction test
dans (43), car cette fonction appartient seulement a` L∞() si on ne fait que
les hypothe`ses du The´ore`me 2.1 (et en particulier seulement l’hypothe`se (36)),
et non a` H 10 () ∩ L∞() comme on le souhaiterait. On effectue donc en fait
la de´monstration pre´ce´dente, non pour le proble`me pe´nalise´ (43), mais pour un
proble`me pe´nalise´ (43)n ou` l’on a remplace´ f par un fn convenable, de sorte
que (Bn(ψ))+ (ou plus exactement un majorant positif de Bn(ψ)) appartient a`
H 10 () ∩ L∞(). On termine la de´monstration en passant a` la limite en n.
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